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МОДЕЛЬ РОЗПОВСЮДЖЕННЯ ОПТИЧНОГО ВИПРОМІНЮВАННЯ В БІОТКАНИНАХ 
The paper shows the relevance of developing the model of optical radiation propagation in tissue that will further 
implementatation of calculation engineering methods of optical radiation intensity distribution in tissues for surgical 
intervention or therapeutic effect. We propose the so called “three pulse” model of optical radiation propagation               
in tissue and method based on it. To calculate the coefficients of the model basic expression, we develop the                
three-equation system. These equations describe the boundary conditions of optical radiation propagation in tissue. 
By using the Monte-Carlo simulation method and proposed engineering method we compare results of optical                
propagation in tissue for identical tissue optical parameters. These results correlate with the mean square modelling 
error (within 15 %) for other analytical models. The proposed calculation engineering method for optical radiation 
intensity distribution in tissue may be alternative for Monte-Carlo simulation method with considerable calculation 
simplification and calculating time reduction. 
Вступ 
За останні 20—25 років набуло широкого 
розповсюдження використання оптичного ви-
промінювання, в тому числі лазерного, для діаг-
ностики та лікування найпоширеніших захво-
рювань. Сучасні клінічні методи: лазерна хірур-
гія, фотодинамічна терапія (ФДТ) і термотера-
пія, флуоресцентна та поглинальна спектро-
скопія, базуються на різних видах взаємодії 
випромінювання з біотканинами (БТ) (тепло-
вому, фотохімічному, оптичному). Для ефектив-
ного застосування зазначених методів необхід-
ним є попереднє оцінювання очікуваного цільо-
вого впливу оптичного випромінювання на БТ 
(глибина та ступінь термоураження, необхідна 
для ФДТ фотодинамічна доза, інтенсивність 
корисного оптичного сигналу після проход-
ження через досліджувану БТ).  
Загальним для розрахунку розповсюджен-
ня оптичного випромінювання в БТ є інтегро-
диференційне рівняння переносу випроміню-
вання (РПВ) [1]. Існує значна кількість моде-
лей, що базуються на РПВ і мають певний 
прикладний характер. Зазначені моделі та їх 
апроксимації демонструють істотний збіг роз-
рахункових значень інтенсивності випроміню-
вання всередині БТ на глибинах z , що пере-
вищують ефективну глибину проникнення 
eff .δ  Але в шарі БТ, прилеглому до її поверхні 
( effz ≤ δ ), який зазвичай є об’єктом цільового 
впливу для хірургічних і терапевтичних мето-
дів, а також є найбільш інформативним для 
діагностичних методів, результати обчислень за 
різними моделями істотно (в 1,2—1,5 разу) різ-
няться [2]. Для практичних цілей, а саме для 
визначення розподілу інтенсивності випромі-
нювання всередині БТ за відомими її погли-
нальними та розсіювальними властивостями, 
або для зворотної задачі — визначення оптич-
них параметрів БТ за виміряними значеннями 
інтенсивності випромінювання в довільних точ-
ках усередині БТ, найбільш широко викорис-
товується метод Монте-Карло [3—5]. Метод 
Монте-Карло базується на комп’ютерній симу-
ляції розповсюдження одиничних фотонів у шарі 
БТ. При властивих методу Монте-Карло суттє-
вих перевагах (можливість моделювання струк-
тури БТ складної геометрії та неоднорідності) 
його головним недоліком є необхідність для 
отримання точних результатів розрахунку роз-
повсюдження значної кількості (до мільйона) 
фотонів, що призводить до необхідності досить 
тривалого часу для виконання обчислень. 
Завдання розроблення альтернативних мо-
делей розповсюдження оптичного випроміню-
вання в БТ, які дадуть змогу впровадити в прак-
тику інженерні методики обчислення інтенсив-
ності оптичного випромінювання всередині БТ 
при плануванні хірургічного втручання або те-
рапевтичного впливу з достатньою для розв’я-
зання цих клінічних задач точністю, є актуаль-
ним і потребує нагального вирішення [6, 7]. 
Постановка задачі 
Метою статті є обґрунтування можливості 
застосування запропонованої моделі розповсюд-
ження оптичного випромінювання в БТ для об-
числення розподілу інтенсивності випроміню-
вання в біологічних середовищах та її порівняль-
на оцінка з математичною моделлю, що базу-
ється на симуляції розповсюдження випроміню-
вання в БТ за методом Монте-Карло. 
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“Трьохімпульсна” модель 
Для обчислення розподілу інтенсивності по-
ля випромінювання в БТ необхідним є вико-
нання таких трьох вимог: 
• математичний опис взаємодії оптичного 
випромінювання з БТ; 
• знання оптичних властивостей БТ, що 
опромінюється; 
• інженерний розв’язок математичних рів-
нянь для здійснення обчислень із достатньою 
точністю. 
Відповідно до зазначених вимог були запро-
поновані так звана “трьохімпульсна” модель 
розповсюдження оптичного випромінювання в 
БТ та інженерна методика обчислення розподі-
лу інтенсивності потоку випромінювання на 
довільній глибині всередині БТ. 
У запропонованій моделі, як і в переваж-
ній більшості розрахункових моделей, БТ роз-
глядається як “напівнескінченне” середовище, 
що характеризується своїми оптичними пара-
метрами (рис. 1): показником заломлення 1in + , 
коефіцієнтами поглинання aμ  та розсіяння s,μ  
параметром анізотропії g . У першому набли-
женні БТ розглядається як однорідне середо-
вище, тоді як у загальному випадку досліджу-
вана БТ може складатися з трьох шарів різної 
товщини з відмінними оптичними параметра-
ми. При цьому оптичне випромінювання роз-
глядається як широкий колімований жмут про-
менів, що падає під прямим кутом на поверх-
ню БТ, яка є межею розділення двох середо-
вищ із показниками заломлення in  і 1in + . 
Згідно з дифузною теорією з урахуванням 
відносного показника заломлення БТ reln =  
1( / )i in n+=  маємо: 
перший акт розсіяння фотона при нормаль-
ному падінні на поверхню БТ відбувається на 






= ,            (1) 
де s  — середня відстань вільного пробігу фо-
тона [8], 1a s( )s
−= μ + μ ; 
на глибині (z1 + z2) розсіяння в БТ набу-






′= ,         (2) 
де s ′ — транспортна середня відстань вільного про-
бігу фотона [3], 1a s( )s
−′ ′= μ + μ , а 
s s(1 )g′μ = μ −  — редукований кое-
фіцієнт розсіяння БТ. 
Для “трьохімпульсної” мо-
делі розповсюдження випромі-
нювання в БТ було запропоно-
вано базове рівняння, яке ви-
значає відношення інтенсивно-
сті потоку випромінювання 
( )zΦ  на глибині z до інтенсив-
ності потоку випромінювання 
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Рис. 1. Вихідні параметри для “трьохімпульсної” моделі взаємодії оптичного 
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де a a s3 ( )eff ′μ = μ μ +μ  — ефективний коефіці-
єнт ослаблення випромінювання [3]; mz  — від-
стань від поверхні БТ, що відповідає очікува-
ному максимуму потоку випромінювання все-
редині БТ; 1 2 3, ,C C C  — коефіцієнти базового 
рівняння (3). 
Інженерна методика 
Для визначення коефіцієнтів 1 2 3, ,C C C  бу-
ла запропонована система трьох рівнянь, що ха-
рактеризують граничні умови розповсюдження 
оптичного випромінювання в БТ: 
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 (4)  
Згідно з дифузною теорією, параметр 0K  
характеризує збільшення результуючої інтенсив-
ності потоку випромінювання на поверхні БТ 
(0)Φ  за рахунок випромінювання, зворотно 
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де dR  — дифузне відбиття на межі розділення 
для напівнескінченного розсіювального середо-
вища [9, 10]: 
d 2








′= ⎛ ⎞′ ′+ − + + −⎜ ⎟⎝ ⎠
, 
де s a s/( )a′ ′ ′= μ μ + μ  — транспортне альбедо, nk =  
d d(1 )/(1 )r r= + −  — множник, пов’язаний із кое-
фіцієнтом відбиття випромінювання dr  від по-
верхні БТ, що обчислюється за емпіричною 
формулою [9, 10]: 
2 1
d rel rel rel1, 44 0,71 0,668 0,0636r n n n
−= ⋅ + ⋅ + + ⋅ . 
Параметр 00K , що характеризує збільшення 
ефективної глибини проникнення eff eff1/δ = μ   
оптичного випромінювання в БТ за рахунок 
зворотно розсіяного в шарі БТ випромінюван-
ня, був визначений експериментально для БТ 
із показником заломлення ex 1,37n =  [8], що 
для БТ із довільним відносним показником 
заломлення reln  дало змогу отримати вираз: 
 d9,7 rel00 d
ex




−= + − .  (6) 
Для визначення параметрів mK  і mz  за-
пропоновано такі вирази: 
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У результаті розв’язання системи рівнянь (4) 
були отримані вирази для коефіцієнтів базо-
вого рівняння “трьохімпульсної” моделі розпо-
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Підстановка отриманих виразів коефіцієн-
тів у базове рівняння “трьохімпульсної” моделі 
(3) дає можливість отримати розподіл інтенсив-
ності потоку випромінювання ( )zΦ  в глибині z 
шару БТ відносно інтенсивності потоку випро-
мінювання 0Φ , що падає на поверхню БТ. 
Результати обчислень за запропонованою 
методикою і їх обговорення 
Порівняння загальновідомих результатів 
розповсюдження оптичного випромінювання в 
БТ, отриманих методом симуляції Монте-
Карло [3, 9], з результатами обчислення спів-
відношення 0( )/zΦ Φ , отриманими розв’язан-
ням базового рівняння “трьохімпульсної” мо-
делі за запропонованою інженерною методи-
кою для ідентичних параметрів БТ a s( , , ,gμ μ  
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rel)n , становить інтерес з точки зору оціню-
вання їх можливого незбігу, що певним чином 
є мірою сподіваної точності моделювання роз-
поділу інтенсивності потоку випромінювання 
за запропонованою моделлю [4, 11]. 
Результати виконаного порівняння відо-
бражені на рис. 2 (для БТ із різними відносни-
ми показниками заломлення reln  = 1,37 і 
rel 1)n =  та на рис. 3 (для БТ з reln  = 1 й одна-
ковими значеннями альбедо s a s/( )a = μ μ + μ  
(рис. 3, а) або однаковими показниками анізо-
тропії g  (рис. 3, б)). Для уніфікації виду роз-
поділу інтенсивності потоку випромінювання 
для різних значень альбедо та показника анізо-
тропії глибини z  на рис. 3 відкладені в зна-
ченнях середньої відстані вільного пробігу (mfp — 
mean free path) фотону. 
Рис. 2. Криві розподілу інтенсивності потоку випромінювання 
в БТ ( a s
1 10,01мм , 10 мм , 0,9g− −μ = μ = = ): пунк-
тирні криві з символами — моделювання за методом 
Монте-Карло [3]; суцільні криві — розрахунок за 
запропонованою моделлю 
Із розгляду кривих на рис. 2 і 3 можна 
зробити висновок, що незбіг результатів моде-
лювання розподілу інтенсивності потоку ви-
промінювання в БТ за запропонованою модел-
лю та методом Монте-Карло: 
не перевищує 5 % (для показників залом-
лення reln  = 1,37 і reln  = 1), за винятком діапа-
зону глибин 0,05z < мм для reln  = 1 (до 11,6 %); 
не перевищує 15 % для =g  0,8—0,95 і для 
=a  0,99—0,999; розбіжності результатів стають 
більш істотними (до 20 %) на глибинах z > effδ  
при значеннях показника анізотропії =g  0,99.  
Отримані результати корелюються із серед-
ньоквадратичною похибкою моделювання (в ме-
жах 15 %) між методом Монте-Карло та розра-
хунками, виконаними з використанням інших 
аналітичних моделей [12].  
Висновки 
Інженерну методику моделювання розпов-
сюдження випромінювання в БТ за запропоно-
ваною “трьохімпульсною” моделлю можна роз-
глядати як альтернативу розрахунків за мето-
дом Монте-Карло при істотному спрощені ма-
тематичних обчислень і скороченні часу, необ-







































Рис. 3. Криві розподілу інтенсивності потоку випроміню-
вання в БТ ( rel 1n = ) при нормальному падінні ко-
лімованого потоку для випадків a = 0,995 (а) і g = 
= 0,95 (б ): пунктирні криві з символами — моде-
лювання за методом Монте-Карло [9]; суцільні 
криві — розрахунок за запропонованою моделлю 
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Подальший розвиток запропонованої “трьох-
імпульсної” моделі розповсюдження оптичного 
випромінювання в БТ та інженерної методики 
обчислення відношення 0( )/zΦ Φ  має бути 
спрямований у таких напрямах, як: 
• модифікація моделі для випадку довіль-
ного діаметра колімованих потоків випроміню-
вання, що падають на поверхню БТ; 
• модифікація моделі для випадку падін-
ня на поверхню БТ неколімованих потоків ви-
промінювання. 
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